DOMACI ULOHY - DVOJNY A TROJNY INTEGRAL, FUNKCE T, B

_ 23]

M.1.1. Vypoctéte [[ zy dady, kde D je ¢ést roviny ohranic¢end kfivkami y =2z —2? a y = —z. [—2%
D

M.1.2. Vypoététe [[(2* +y)dady, kde D je oblast ohranicend kiivkami y =%, y =2z a xy = 2, kde
D

r20 [
2 2—x
M.1.3. Zméiite poradi integrace v dvojndsobném integralu [ ( [ f(zy) dy) dx.
26 Np2/4)—
o auT s oy (z2/4)—1
ST f@yae)ay+ [( [ flay)dz)dy
1\ 2Ty 0 \2yTHy

M.1.4. Vypoctéte [[[xdxdydz, kde V je étyfstén ohranifeny tfemi soufadnymi rovinami a rovinou
%

r+2y+32=06. 9
M.1.5. Vypoctéte [[[ycos(z + z) dadydz, kde V je oblast ohranidend vélcovou plochou y = /z
1%

. . 2_
arovinami y =0, 2=0, v+ 2= 7. [”168}

M.1.6. Vypoctéte {)f e " dady, kde D je &ast roviny (xy), proniz 1 < a2+132 <9, y > 0. [”(gig”}

M.1.7. Vypoctéte [[(a? + y?) dady, kde D je kruh 22 + y? < 2ax. [%]
D
M.1.8. Uzitim transformace do zobecnénych poldrnich soufadnic odvodte vzorec pro obsah P elipsy

s poloosami a, b. [P = mab]

M.1.9. Vypoctéte fvff(xQ—l—yz) dzdydz, kde V' je oblast ohranifend plochami 2?+y* =2z a z =2. [17]

oy : 4rR®
M.1.10. Vypoctete fvff r? dedydz, kde V je koule z? + y? + 22 < R% [T]
M.1.11. Vypoctéte povrch ¢asti koule 22 + y? + 2% = a? protnuté valcem z2 + y? = ay. [2a*(7 — 2)]
M.1.12. Vypoctéte objem ¢asti koule 2?+y>+2? = 4R? lezici uvniti valee 2?+y? = R?. [47R%(8 — 3v/3)]
x _ 10 2
st5=1 [T[m7 m]}
M.1.14. Urcete moment setrvacnosti I, homogenniho télesa ohrani¢eného plochami z? + 3% + 22 = 2,
2?2 +y? =22 2>0. [%(4\/5— 5)}

T z _ a b ¢
sri+i=1 [Tl 1 4]
Pozn.: U predchozich prikladi nacrtnéte obrdazek integracni oblasti, resp. jejiho prumétu do vhodné roviny.

M.1.16. Vypo&téte soucin hodnot funkei I'(—2) - B (2,2). [0.2920]

M.1.17. Pomoci funkce T' vypoététe integral [ z%e~*" dz. [0.1567]
0

M.1.18. Pomoci funkce I' vypoctéte integral [ z?e 3" dx. [0.0741]
0

1
M.1.19. Pomoci funkce B vypoctéte integral [ va — 22 dz. [0.3927]
0

™

3
M.1.20. Pomoci funkce B vypoctéte integral [ \/tgz dz. [0.5]
0



DOMACI ULOHY - TEORIE POLE, KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL

M.2.1. Pro vektorové funkce skaldrni proménné F : 7(t) = fi+2tj+e'k a G : 3(t) = t37+t2] —Intk ur-
Cete pro t = 1 hodnoty funkci F'+G, F-G, FxGa (GxF). [(2,3,1), 3, (—e,e,—1), (2 —e,4e — 1,-9.5)]

xy 16 H

M.2.2. Pro funkci f(x,y) = In urcete body [z, y], kde grad f(z,y) = (——, 1). [[3,—-3]. [—
v bodé A[2,0, 1] klesé nejrychleji, a velikost

?

= G0
Wi

9

10
Py 42 -1
tohoto kleséni. [—gradu(A4) = (1,0,3), |gradu(A)| = 3V/5]

M.2.3. Urcete smér, ve kterém funkce u =

M.2.4. Uréete derivaci funkce u = z%y* + 2z — 2%y v bodé A[1, 3, 1] ve sméru, ktery svira s osou z tihel 60°,

s osou y uhel 45° a s osou z thel 60°. [%(SA) =11+ g\/i]

M.2.5. Vypoctéte divergenci a rotaci vektorové funkce f(a:, Y,2) = (E, y, Q) v bodé B[1,1,1].
S S y 2z z
[div f(B) =3, rot f(B) = (—1,-1,-1)]
M.2.6. Vypoctéte kiivkovy integral I. druhu [, +/2yds, kde C je 1. oblouk cykloidy = = a(t — sint),

y =a(l —cost). [4nVa?]
M.2.7. Vypoctéte kitvkovy integral [, (z* + y* + 2*)"'ds, kde C je kiivka o rovnicich z = e’ cost,

y=-e'sint, z=¢", ¢t € (0,1). [\/7‘5’(1 —e™ )]

M.2.8. Urcete délku oblouku &tvrtiny asteroidy # = acos®t, y = asin®¢. [%a]
2
M.2.9. Urcete hmotnost oblouku paraboly y = %, z € (—1,1) s hustotou o(z,y) = |z]. [2(2v2—1)]

M..2.10. Vypoctéte kitvkovy integral IT. druhu [ (z* —2zy)dy po horni pilkruznici C': 2° +y* = 4 v klad-

ném smyslu. [—%]

M.2.11. Vypoététe kitvkovy integral II. druhu [,z dy — y dz, kde C je oblouk asteroidy z = acos®t,
y = asin®t. [v/5In2]
M.2.12. Vypoctéte kiivkovy int. II. druhu [,(z + y)dz, kde C' je lomené ¢ara OBA, O[0,0], A[2,2],
B[2,0]. [2]
1 1 2
M.2.13. Uréete kmenovou fci P(z,y), jestlize dP = (—+—> dz+ (——%) dy. [ln:c +2Iny+-14+C
Ty y oy
M.2.14. Ukazte, ze kiitvkovy integral II. druhu [ (z 4+ y)dz 4 (z — y)dy nezévisi na integracni cesté a vy-
poctéte jeho hodnotu na kiivce C' spojujici body [0,0] a |7, 71]. [7?]
M.2.15. Ukazte, ze kiivkovy integral II. druhu fC 22y dx + 2?dy nezévisi na integracni cesté a vypodtéte
jeho hodnotu na kiivce C' spojujici body [1, 1] a [2,4]. [15]

M.2.16. Vypoétste praci sily F = xi + yj po cykloids = = 2(¢ — sint), y = 2(1 — cost), t € (0,27). [87]

M.2.17. Vypoététe plosny integral I. druhu [ (y* — 2%)dS, kde S je horni polovina kulové plochy

2+t +22=r1r>0. [%]
M.2.18. Vypoctéte moment setrvacnosti I, plochy S se specifickou hustotou ¢ = 1, ktera vznikne z kuze-

lové plochy 22 = 2?+y?, z > 0, po od¥fznut{ vélcovou plochou s ¥idicf kivkou z*+y* = 4. [2(50v/5+2)]

M.2.19. Uzitim plosného integralu II. druhu vypoctéte tok ) vektoru F = Z+j+ k parabolickou plochou
Siz=1—-22-92,0<2<1,0<y<1,0< 2 <1 orientovanou tak, ze normalové vektory sviraji

s kladnou poloosou z ostry tihel. [%]
M.2.20. Vypoctéte tok Q vektoru F' = 7 — j + 2k kuzelovou plochou S: 22 = (22 4 y%)/4, 0 < z < 1/2,

orientovanou tak, ze jeji normalové vektory sviraji s kladnou poloosou z tupy thel. [%}



DOMACI ULOHY — KOMPLEXNI FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

M.3.1. Znazornéte mnozinu vSech bodu v Gaussové roviné, pro které plati nerovnosti |z — 1| < Rez a
|z—1|—|z+1| < 4. [prinik parabolické a eliptické ¢4sti roviny dany nerovnostmi y? < 2z+1 a % + % < 1]
M.3.2. Urcete obraz ¢tverce 0 < x < 1, 0 < y < 1 pfi zobrazeni w = z2. [vnitiek oblasti ohrani¢ené
parabolami u = % —lLu=1- % a piimkou v = 0]

M.3.3. Urcete kofeny rovnice 2% —1 = 0 a znazornéte je v Gaussové roviné. [cos k% + jsinkZ, kde
k=0,1,...,5; obrazy kofent tvoii vrcholy pravidelného Sestitithelnikal

M.3.4. Uréete kofeny rovnice cosz = 2 a znézornéte je v Gaussové roviné. [zF = 2kr — jIn(2 + V/3),

28 = 2km — jIn(2 — V/3) , k € Z; obrazy kofenii lezi na rovnobé&zkach s redlnou osou]

M.3.5. Pro z = 1 + 37j najdéte vSechny hodnoty funkce log(e®) a urcete, pro kterou z nich plati
log(e®) = z. [log(e®) =1+ j(m + 2kn), k € Z; log(e?) = z pro k = 0, tj. log(e!3™) = 1 + 3rj]

M.3.6. Urcete viechny hodnoty funkce ji a ukazte, Ze jsou redlné. [ji = e~ (7/2+2k7) [ ¢ 7]

M.3.7. Vypoctéte hm s ]

Z34j22—z—j"
M.3.8. Urdete reguldrni funkci f: w = w + jv, pro kterou plati v = 222 — 2y?> — 62y + 2 — y + 3
a f() =i [f(z) = (2+3))2" + (1+])z+3+3]]
M.3.9. Urcete body, ve kterych je funkce f(z) = 2z = |2|? diferencovatelnd. [z = 0]
M.3.10. Urcete body, ve kterych ma funkce f(z) = —y+ (z —1)® + jlz(y — 1)® + 2] derivaci a vy¢islete
i fd+3) =1
M.3.11. Vypoctéte derivaci funkce f(z) = 2% + 2% + 2z ve vSech bodech, kde existuje. [f(—1) = —2]
M.3.12. Vypoctéte integral [ (22+y?j)dz, kde AB je tsecka spojujici body A(1+j) a B(2+3j). [—5+9j]

AB

M.3.13. Vypoctéte integral I = [ z*dz, kde kiivka C'D je ¢ast paraboly z bodu C(j) do bodu

. 23 .32 3. 11: 3 10:

D(1+2j). [=-H+5-351—%i=3%—73il ye 1

M.3.14. Pomoci Cauchyovy véty pro vicenasobné souvislou oblast vypoctéte / ﬁ dz, kde
c\z—1(z—)

C' je kruznice |z| = 2. [47]]

22

M.3.15. Pomoci Cauchyovy reziduové véty vypoctéte / dz, kde C': |z| = 3. [27]]

c23—22242—-2

dz
M.3.16. Pomoci Cauchyovy reziduové véty vypoctéte /

. m , kde C' je kruznice |z —2| = 3. [0]

542241
M.3.17. Pomoci zobecnéné Cauchyovy integralni véty vypoctéte / idz, kde C je kruznice

¢ (z-1)°
2 = 2. o
M.3.18. Funkci f(z) = e® rozlozte a) do Maclauriovy fady, b) do Taylorovy fady v okoli bodu z = j.
[2) f(2) = 2ong & 2" b) F(2) = Snis (2 — i)

1
M.3.19. Funkci f(z) = P rozlozte v okoli bodu a) z = 0, b) z = oo do Laurentovy fady a
Z_

urcete oblast konvergence. [a) f(z) = —> >~ 2 lnn 1, oblast konvergence fady je kruh |z| < g, b)

fz)=>", g:zn, oblast konvergence fady je vnéjsek kruhu |z| > ]
1

(z=1(-3)
() =3 (T 2+ T 5 )

M.3.20. Funkci f(z) =

rozlozte na mezikruzi 1 < |z| < 3 do Laurentovy fady.




DOMACI ULOHY - LAPLACEOVA, Z A FOURIEROVA TRANSFORMACE

O LAPLACEOVA TRANSFORMACE

M.4.1. Uzitim zakladnich vlastnosti Laplaceovy transformace urcete obraz
a) F(p) = L{e'[u(t) —u(t —1)]}, b) G(p) = L{e 'sini}, kde u(t) je funkce jednotkového skoku, pro

kterou plati L{u(t)} = 1. [a) F(p) = =7, ) G(p) = 1orapr]

M.4.2. Pomoci véty o derivaci obrazu urcete obraz F(p) = L{t? cos 2t} [27’ _2;{%’ ]

M.4.3. Pomoci konvoluce urcete predmét f(t) k obrazu F(p) =

(e’ = 1)]

)=
) 5p+3
(p—1)(p%+2p+5)

(p— 4 )(p—5) - Lf(
M.4.4. Uzitim Heavisideovy véty o rozkladu urcete predmét f(t) k obrazu F(p
[f(t) = €' — e *(cos 2t — 3 sin 2t)]

M.4.5. Uzitim Laplaceovy transformace urcete partikularni feseni diferencialni rovnice

y'(t) —y'(t) = 6y(t) = 2, y(0+) =1, y'(0+) = 0. [y(t) = 5(12e7* + 8™ — 5)]

M.4.6. Uzitim Laplaceovy transformace urcete partikularni feseni diferencialni rovnice

y"(t) + 49/ (t) + 3y(t) = 8cost — 6sint, y(0+) =0, ¥/ (0+) = 1. [y(t) = 2cost + sint — 3e~" + e 73]
M.4.7. Uzitim Laplaceovy transformace feSte pocatecni tlohu y”(t) — y"(t) + y'(t) — y(t) = e,
y(0+) =0, ¢/(0+) =1, y"(0+) = —1. [y(t) = 5((¢t — 2)e’ + 2cost + 3sint)]

M.4.8. Uzitim Laplaceovy transformace reste pocétecni tlohu y(4)( ) —2y"(t) + y(t) = e, y(0+) =
y'(04) = y"(0+) = 0, y"(0+) = —1. [y(t) = (22 — 12t + 15) — (2t — 1)]

M.4.9. Uzitim Laplaceovy transformace urcete partikularni feseni soustavy diferencialnich rovnic 1. fadu

z'(t) = 2z(t) +y(t) + ¢, y'(t) = z(t) + 2y(t) — 1, 2(0+) =0, y(0+) = 1.
[2(t) = 15(7e% + 9e' — 12t — 16), y(t) = 15(Te® — e’ + 6t + 20))]

M.4.10. Uzitim Laplaceovy transformace urcete partikularni feseni soustavy diferencialnich rovnic 1. fadu
22/ (t) + y(t) = cost, y'(t) — 2x(t) = 3sint, 2(0+) =0, y(0+) = 1.
[x(t) = tcost —sint, y(t) = 2tsint + cost)]

M.4.11. Uzitim Laplaceovy transformace urcete partikularni feseni integrodiferencialni rovnice

() +2y(t) +2 [T y(r) dr =1, y(0+) = 0. [y(t) = e~'sint|

O Z TRANSFORMACE
M.4.12. Uréete obraz F(z) posloupnosti {f,} = {5+ } v Z transformaci. [F(z) = Z{f,} = 725]
M.4.13. Urcete predmét { f,} k obrazu F(z) = m v Z transformaci. [fo = f1 =0, f, =n—2,n > 2]

M.4.14. Uzitim Z transformace feste rekurentni rovnici {y,11} — 3{y.} = {4} s pocateéni podminkou
vo=1 [yo=-2+3""n2>0

M.4.15. Uzitim Z transformace feSte rekurentni rovnici {y,i2} + 2{¥n+1} + {yn} = {0} s pocateénimi
podminkami yo = 1, 11 = 1. [y, = (—=1)"(1 — 2n),n > 0]

O FOURIEROVA TRANSFORMACE
M.4.16. Uréete spektrum (Four. obraz) funkee f(t) = 3, € (0,2), f(t) = Ojinde. [F(w) = 3 (2e~2v—1)]
M.4.17. Urcete obraz F(w) funkce f(t) = 2~ ve Fourierové transformaci. (Pri vypoctu limity typu
limy_oo @94 uZijte skutecnosti, Ze lima_o e =0 a e 3“? je ohranicend funkce.) [
sint, t € (—m,7),

0, jinde.

8
1+4w2}
M.4.18. Urcete Fourieriv obraz F(w) signalu f(t) = { (Pri integraci i upravé F(w)

.. . o 2j si
uzijte Euleriv vzorec a souctové vzorce.) [%}

M.4.19. Uréete piedmét f(t) k Fourierovu obrazu F(w) = Ze ™l a > 0. [f(t) = 7]

t24-a?

M.4.20. Urcete predmét f(t) k Four. obrazu F(w) = 372, (F(w) vyjddrete pomoci zdkladu e ) [ﬁ]



DOMACI ULOHY - POCET PRAVDEPODOBNOSTI

M.5.1. Strelec vystreli tiikrat do terce. Pravdépodobnost zasahu pti 1. vystielu je 0.4, pfi 2. vystielu 0.5
a pii 3. vystfelu 0.7. UrCete pravdépodobnost a) pravé 1 zasahu, b) alespoii 1 zasahu. [a) 0.36, b) 0.91]
M.5.2. HaZeme Sestkrat minci. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne a) vice rubt nez licti, b) stejny pocet
rubi jako lici ? [a) 0.34375, b) 0.3125]

M.5.3. Z tplné sady kostek domina s 1 az 6 oky vybereme namatkou 5 kostek. Jaka je pravdépodobnost,
ze mezi nimi bude alespori jedna kostka se 6 oky ? [0.8524]

M.5.4. Mame tfi stejné vacky. V 1. vacku jsou 2 stiibrné a 3 zlaté mince, v 2. vacku jsou 3 stfibrné a
1 zlatd mince, ve 3. vacku jsou 2 stiibrné a 2 zlaté mince. a) Urdete pravdépodobnost vytaZeni stiibrné
mince. b) Byla-li vytaZena zlat4 mince, uréete pravdépodobnost, Ze pochazela z 1. vacku. [a) 0.55, b) 0.4]
M.5.5. Kolikrat je tieba hodit kostkou, aby pravdépodobnost padnuti Sestky byla aspon 0.9 7 [aspori 13X ]
M.5.6. Mezi 10 kartami jsou 4 esa. Urcete pravdépodobnost, Ze pfi jedenacti ndhodnych vybérech nebude
eso vytazeno vice nez tikrat. [0.1899]

M.5.7. V terénu je rozmisténo 5 radiostanic. Vzhledem k porucham v atmosféie a vzdalenosti od zakladny
je pravdépodobnost navazani spojeni zakladny s kazdou radiostanici 0.8. Urcete pravdépodobnost, Ze spo-
jeni bude navézano s a) nejvyse 4 radiostanicemi, b) alespon 2 radiostanicemi. [a) 0.67232, b) 0.99328]
M.5.8. V krabici jsou 3 vadné a 7 dobrych zarovek. Nahodné vybereme 3 zarovky. Urcete pravdépodob-
nost, ze a) alespon 1 zérovka bude dobra, b) vSechny 3 zarovky jsou dobré, byla-li 1. vytazend zarovka
dobra. [a) 0.9916, b) 0.416]

M.5.9. Pravdépodobnost zasahu lodi torpédem je 0.3. Kolik torpéd musi byt vypaleno, aby pravdépodob-
nost a) alespon 1 zdsahu byla vétsi nez 0.9, b) 2 zasahii byla vétsi nez 0.37 [a) n =7, b) n € {5,6,7}]
M.5.10. Pravdépodobnost, ze vyrobek bude vyhovovat technologickym pozadavkim, je 0.9. Popiste roz-
déleni poc¢tu nevyhovujicich mezi 3 vyrobky a) pravdépodobnostni funkci ve formé tabulky, b) pravdépo-
dobnostni funkci ve formé vzorce, ¢) grafem distribuéni funkce. [a) 0]0.729, 1|0.243, 2|0.027, 3| 0.001]
M.5.11. Nahodna proménné méa pravdépodobnostni funkci P(x) = (3/7)-0.7° prox = 1,2,3,..., P(z) =0
jinak. Jaka je pravdépodobnost, ze a) X >4, b) X € (1,4)? [a) 0.2401, b) 0.357]

M.5.12. Hustota rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné proménné X je funkce f(z) = 1/[a(1+2?)].
a) Urcete koeficient a, nacrtnéte graf hustoty f(z). b) Urcete pravdépodobnost toho, ze ndhodné pro-
ménnad X nabyva hodnot z intervalu (—1,1). [a) a =, b) 0.5]

M.5.13. Hustota rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné proménné X je funkce f(z) = 0.5- e
Uréete a) stiedni hodnotu F(X), b) smérodatnou odchylku o(X). [a) E(X) =0, b) o(X) = /2]
M.5.14. V urné je 6 bilych a 4 cerné koule. Z urny se pétkrat ndhodné vytahne koule, zjisti se jeji barva
a vrati se zpét. Urcete zakon rozdéleni ndhodné proménné X oznacujici pocet vytazenych bilych kouli,
déle vypoctéte charakteristiky F(X) a D(X). [E(X) =3.0, D(X) = 1.2]

M.5.15. Vozidlo projizdi kiizovatky, dokud neziistane stat na cervenou. Pravdépodobnost projeti kazdé
ktizovatky na zelenou je 0.4. Urcete zakon rozdéleni pravdépodobnosti, stifedni hodnotu a rozptyl nahodné
proménné X oznacujici podet kiizovatek projetych na zelenou. [geometrické, F(X) = 0.6, D(X) = 1.1]
M.5.16. V sérii 50 vyrobki je 5 zmetki. Ze série jsou ndhodné vybrany 3 vyrobky. Urcete zakon rozdéleni
pravdépodobnosti, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné proménné X oznacujici pocet zmetkd ve vybéru,
jestlize vyrobky pfi kontrole zpét a) vracime, b) nevracime. [a) binomické, E(X) = 0.3, D(X) = 0.27, b)
hypergeometrické, E(X) = 0.3, D(X) = 0.259]

M.5.17. Dokazte, ze rozptyl ndhodné proménné X s Poissonovym rozdélenim je D(X) = A. (D(X) =
E(X?) — E*(X), pii vypoctu E(X?) zkrafte faktorial, z zapiste jako x+1—1 a sumu jako soucet 2 sum.)
M.5.18. Urcita radioaktivni latka vyzatruje primérné 30 ¢astic a za minutu. Vypoctéte pravdépodobnost,
ze v prubéhu jedné sekundy vyzari latka vice nez dvé ¢astice a. [0.014388]

M.5.19. Pocet sténat pti vrhu border kolie ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p = 4 a smérodat-
nou odchylkou o = 1. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze se narodi alesponi 6 Sténat. [0.02275]

M.5.20. Spojitd ndhodné proménnd X mé normélni rozdéleni N (u,0?). S piesnosti 1072 urcete pravdé-
podobnosti nahodnych jevi X € (p, u+0), X € (u+o0, u+20), X € (n+20, p+30). [0.34, 0.14, 0.02]

~fa]



